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Ранее нами была рассмотрена задача о нахождении мгновенной скорости 

материальной точки по заданному закону ее движения. Если )(tSS =  - путь, 

пройденный точкой за время t  от начала движения, то мгновенная скорость и в 

момент t равна производной функции )(tS , т. е. 

)(tSv ′= . 

В физике встречается обратная задача: по заданной скорости )(tSv ′=  

найти закон движения, т.е. найти такую функцию )(tS , производная которой 

равна )(tv . 

 
1.1. Первообразная 

 Пусть функции )(xf  и )(xF  определены на интервале ),( ba . Если 
функция )(xF  имеет производную на интервале ),( ba  и если для всех 

),( bax∈  выполняется равенство 
)()( xfxF =′ ,                                                  (1) 
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то функция )(xF  называется первообразной для функции )(xf  на интервале 
),( ba . 
 

Замечание. Понятие первообразной можно ввести и для других проме-

жутков (полуинтервала - конечного или бесконечного, отрезка). 

 
Дадим определение первообразной на отрезке.  

 
Если функции )(xf  и )(xF  определены на отрезке ],[ ba , причем функ-

ция F  дифференцируема на интервале ),( ba , непрерывна на отрезке ],[ ba  и 

для всех ),( bax∈  выполняется равенство (1), то функцию )(xF  назовем пер-

вообразной для функции )(xf  на отрезке ],[ ba . 

 
Замечание. Если )(xF - первообразная для функции )(xf  на интервале 

),( ba , то функция CxF +)(  при любом значении constC = также является 

первообразной для )(xf . 

 
Справедливо и обратное утверждение. 

 
Теорема. Если )(1 xF  и )(2 xF  - две первообразные для функции )(xf  на 

интервале ),( ba , то для всех ),( bax∈  выполняется равенство 

CxFxF += )()( 12 ,                                                   (2) 

где C  - постоянная. 

Доказательство. Обозначим )()()( 12 xFxFx −=Φ . По определению пер-

вообразной и в силу условий теоремы для всех ),( bax∈  выполняются равен-

ства 

)()(2 xfxF =′ ,     )()(1 xfxF =′ , 

откуда следует, что функция )(xΦ  дифференцируема на интервале ),( ba  и для 

всех ),( bax∈  имеет место равенство 
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0)( =Φ′ x  

Согласно следствию  из теоремы Лагранжа, constCx ==Φ )( == const для 

всех ),( bax∈  или CxFxF =− )()( 12 , т.е. справедливо равенство (2). ■ 

Таким образом, для данной функции )(xf  ее первообразная )(xF  опре-

деляется неоднозначно, с точностью до постоянной. Для того чтобы из сово-

купности первообразных выделить какую-либо первообразную )(1 xF , доста-

точно указать точку ),( 000 yxM , принадлежащую графику функции )(1 xFy = . 

ример 1. Для функции 
2

1)(
x

xf = , найти такую первообразную 

)(1 xF , график которой проходит через точку )2,1(0M . 

Решение 

Совокупность всех первообразных функции 
2

1
x

  описывается формулой 

C
x

xF +−=
1)( . 

По условию 2)1(1 =F , т.е. C+−= 12 , откуда  3=C . Следовательно, 

x
xF 13)(1 −= . ▲ 

пражнения 

 
 

1. Найти какую-либо первообразную ( )xF  функции ( )
x

xf 1
= , 

( )∞∈ ,0x .► 

2. Для функции ( )
x

xf 1
= , ( )0,∞−∈x , первообразную ( )xF , график кото-

рой проходит через точку ( )2;20 −M .► 
 
Замечание. В дальнейшем будет доказано, что первообразная существует 

для любой функции, непрерывной на отрезке (или интервале). 

 
1.2. Понятие неопределенного интеграла 

Совокупность всех первообразных для функции )(xf  на некотором про-

П 

У 
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межутке ∆  называют неопределенным интегралом от функции f  на этом 

промежутке, обозначают символом ∫ dxxf )(   и пишут 

CxFdxxf +=∫ )()( .                                              (3) 

Здесь )(xF - какая-нибудь первообразная функции )(xf  на промежутке 

∆ , C - произвольная постоянная. Знак ∫ называют знаком интеграла, f - по-

дынтегральной функцией, dxxf )(  - подынтегральным выражением. 

Подынтегральное выражение можно записать в виде dxxF )(′  или )(xdF , 

т. е. 

)()( xdFdxxf = .                                                      (4) 

Операцию нахождения неопределенного интеграла от данной функции, 

которая является обратной операции дифференцирования, называют интегри-

рованием.  

Поэтому любую формулу для производной, т.е. формулу вида 

)()( xfxF =′  можно записать в виде (3). Используя таблицу производных, мож-

но найти интегралы от некоторых элементарных функций. Например, из равен-

ства xx cos)(sin =′ следует, что 

Cxxdx +=∫ sincos . 

 

1.3. Свойства неопределенного интеграла 

Свойство   1. 

( ) dxxfdxxfd )()( =∫ .                                                 (5) 

Доказательство. Из равенства (3) следует, что  

( ) )())(()( xdFCxFddxxfd =+=∫ , 

 так как 0=dC . 

Согласно формуле (5) знаки дифференциала и интеграла взаимно унич-

тожаются, если знак дифференциала стоит перед знаком интеграла. ■ 

Свойство   2. 
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CxFxdF +=∫ )()( .                                                  (6) 

Доказательство. Равенство (6) следует из равенств (3) и (4).  

 

Соотношение (6) показывает, что и в случае, когда знак интеграла стоит 

перед знаком дифференциала, эти знаки также взаимно уничтожаются (если от-

бросить постоянную C ). ■ 

Свойство 3. Если функции )(xf  и )(xg  имеют на некотором промежутке 

первообразные, то для любых 1R∈α , 1R∈β  таких, что 0≠αβ , функция 

)()()( xgxfx βαϕ += также имеет первообразную на этом промежутке, причем 

( ) ∫∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()( βαβα .                               (7) 

Доказательство. Пусть F  и G - первообразные для функций f  и g  со-

ответственно, тогда GF βα +=Φ  - первообразная для функции ϕ , так как  

( ) )()()()()( xxgxfxGxF ϕβαβα =+=′+ . 

Согласно определению интеграла левая часть (7) состоит из функций вида 

Cx +Φ )( , а правая часть - из функций вида  

2121 )()()( CCxCxGCxF βαββαα ++Φ=+++ . 

Так как 0≠αβ , то каждая функция вида Cx +Φ )(  принадлежит совокупности 

функций  21)( CCx βα ++Φ  и наоборот, т. е. по заданному числу C  можно най-

ти 1C  и 2C , а по заданным 1C  и 2C  - число C  такое, чтобы выполнялось равен-

ство 21 CCC βα += .  

Таким образом, интегрирование обладает свойством линейности: инте-

грал от линейной комбинации функции равен соответствующей линейной ком-

бинации интегралов от рассматриваемых функций.■ 

ример 2. Найти ∫ dxxf )( , если: 

;)() 2xexfa x +=           
21

3sin2)()
x

xxfb
+

+−= . 

Решение 

П 
5 

 



)a  Используя таблицу производных и свойство 3 интеграла, получаем 

Cxedxxe xx ++=+∫ 3
)(

3
2 . 

)b  Так как xx sin)cos( =′− ,   
21

1)(
x

arctgx
+

=′ , то 

Carctgxxdx
x

x ++=







+
+−∫ 3cos2

1
3sin2 2 . ▲ 

 

пражнение 

 
 

Найти интеграл: 

( )dxexa x∫ − 2) ;                 ( )
∫

− dx
x

xxb
2

32) ;             ∫ + 24 4
)

xx
dxc ;                          

∫
−

+−− dx
x

xxd
9

333)
4

22

;        ∫ dxxe
2

cos) 2 ;             е) ∫ xdxtgf 2) ;               

∫ ⋅ dxg xx 253) . ► 
 
Дальнейшее расширение множества функций, интегралы от которых вы-

ражаются через элементарные функции, можно получить, если воспользоваться 

правилом дифференцирования сложной функции и правилом дифференцирова-

ния произведения двух функций. 

 
1.4. Метод замены переменного (метод подстановки) 

 Пусть функция )(xt ϕ=  определена и дифференцируема на промежутке 

∆  и пусть )(~ ∆=∆ ϕ  - множество значений функции ϕ  на ∆ . 

Если функция )(tU  определена и дифференцируема на ∆~ , причем 

)()( tutU =′ ,                                                        (8) 

то на промежутке ∆  определена и дифференцируема сложная функция 

))(()( xUxF ϕ=  и 

( ) )())(()())(())(()( xxuxxUxUxF ϕϕϕϕϕ ′⋅=′⋅′=′= .                               (9) 

У 
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Из равенств (8) и (9) следует, что если )(tU  - первообразная для функции 

)(tu , то ))(( xU ϕ - первообразная для функции и )())(( xxu ϕϕ ′⋅ . Это означает, 

что если 

CtUdttu +=∫ )()( .                                                  (10) 

то 

CxUdxxxu +=′∫ ))(()())(( ϕϕϕ .                                         (11) 

или 

CxUxdxu +=∫ ))(()())(( ϕϕϕ .                                        (12) 

Формулу (12) (или формулу (11)) называют формулой интегрирования 

заменой переменного. 

 Она получается из формулы (10), если вместо t  подставить дифференци-

руемую функцию )(xϕ . 

Замечание. Формула (12) дает возможность найти интеграл ∫ dxxf )( , ес-

ли функция )(xf  представляется в виде )())(()( xxuxf ϕ′⋅ϕ=  и если известна 

первообразная функции и )(tu , т. е. известен интеграл (10). 

 
Отметим важные частные случаи формулы (12). 

а) Пусть )(xF - первообразная функции )(xf , т. е. 

CxFdxxf +=∫ )()( . 

Тогда 

0,)(1)( ≠++=+∫ aCbaxF
a

dxbaxf .                               (13) 

б) Используя равенство  

Ct
t
dt

+=∫ ln  

получаем 

Cx
x
dxx

x
xd

+=
′

= ∫∫ )(ln
)(

)(
)(
)( ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ , если 0)( ≠xϕ .                         (14) 
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в) Так как 

.0,1,
1

1

>−≠+
+

=
+

∫ tCtdtt α
α

α
α  

то  

.0,1,
1

))(()())(()())((
1

>−≠+
+

==′
+

∫∫ tCxxdxdxxx α
α
ϕϕϕϕϕ

α
αα          (15) 

Приведем примеры применения формул (13) – (15). 

римеры 

 

 3.  Cxxdxdxx +
+

=++=+ ∫∫ 14
)32()32()32()32(

7
66 . ▲ 

4.  






≠+
−
+

=++
=

+
+−∫ .1,

1
)(

,1,ln

)(
1

kC
k

ax
kCax

ax
dx k

k  ▲ 

5.  Cax
ax
axd

ax
xdx

++=
+
+

=
+ ∫∫ 2

2

2

2 ln
2
1)(

2
1 . ▲ 

6.  Cx
x
xdctgxdx +== ∫∫ sinln

2
1

sin
)(sin . ▲ 

7.  Cax
ax
axd

ax
xdx

++=
+
+

=
+

∫∫ 2
2

2

2 )(2
)( . ▲ 

8.  0,1

1

1
222 >+






=







+









=
+ ∫∫ aC

a
xarctg

a
a
x
a
xd

aax
dx . ▲ 

9.  0,arcsin

1
222

>+





=







−









=
−

∫∫ aC
a
x

a
x

a
xd

xa
dx . ▲ 

10.  0,ln
2
111

2
1

22 ≠+
+
−

=







+
−

−
=

− ∫∫ aC
ax
ax

a
dx

axaxaax
dx . ▲ 

11.  0,
2

≠
+

= ∫ a
ax

dxJ . ▲ 

Решение. Пусть )(2 xttaxx ==++ , тогда 

dx
ax

xtdx
ax

xdxxtdt
+

=







+

+=′=
22

)(1)( , 

П 
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откуда   

)(
)(

2 xt
xdt

ax
dx

=
+

. 

Поэтому  

CaxxCxt
xt
xdtJ +++=+== ∫ 2ln)(ln
)(
)( , 

т.е. 

Caxx
ax

dx
+++=

+
∫ 2

2
ln . ▲ 

 
Замечание. При вычислении  этого интеграла использована подстановка 

Эйлера  taxx =++ 2 . 

 
Замечание. Интегралы, рассмотренные в примерах 8-11,часто применя-

ются. Эти интегралы обычно считают табличными.  

 
Приведем таблицу интегралов, полученную из соответствующей таблицы 

производных. Сюда включены интегралы, найденные в примерах 8-11. 

1) 1,
1

1

−≠+
+

=
+

∫ aCxdxx
α

α
α . 

2) Cax
ax

dx
++=

+∫ ln . 

3) 1,0,
ln

−≠>+=∫ aaC
a

adxa
x

x ,    Cedxe xx +=∫ . 

4) Cxdxx +−=∫ cossin . 

5)  Cxdxx +=∫ sincos . 

6) Ctgx
x

dx
+=∫ 2cos

. 

7) Cctgx
x

dx
+−=∫ 2sin

. 

9) 0,1
22 >+






=

+∫ aC
a
xarctg

aax
dx . 
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10) 0,arcsin
22

>+





=

−
∫ aC

a
x

xa
dx . 

11) 0,ln
2
1

22 ≠+
+
−

=
−∫ aC

ax
ax

aax
dx . 

12) 0,ln 2

2
≠+++=

+
∫ aCaxx

ax
dx . 

 
римеры 

 

12.  ∫ −
=

)1( xx
dxJ . 

Решение 

Так как  
2

22

2
1

4
1

4
1

2
12

4
1)()1( 






 −−=






 +⋅⋅−−=−−=− xxxxxxx , 

то, используя пример 9 при  
2
1

=a , получаем 

CxC
x

x

xd
J +−=+















 −
=







 −−














 −

= ∫ )12arcsin(

2
1

2
1

arcsin

2
1

2
1

2
1

22
. 

т.е. 

CxJ +−= )12arcsin( . ▲ 

13.   ∫
+−

=
532 xx

dxJ . 

Решение 

Так как 

4
11

2
3

4
95

4
9

2
3253

2
22 +






 −=−+






 +⋅⋅−=+− xxxxx , 

то, используя пример 11, получаем 

П 
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Cxxx

x

xd
J ++−+−=

+





 −







 −

= ∫ 53
2
3ln

4
11

2
3

2
3

2

2
. ▲ 

Иногда бывает целесообразно при вычислении интеграла 

∫= dxxfJ )(                                                             (16) 

Перейти к новой переменной. 

Пусть )(tx ϕ=  - строго монотонная и дифференцируемая на некотором 

промежутке функция. Тогда она имеет обратную функцию 

)(xt ω= .                                                           (17) 

Преобразуя подынтегральное выражение в интеграле (16) с помощью 

подстановки )(tx ϕ= , получаем dtxtfdxxf )())(()( ϕϕ ′= . Обозначим 

)())(()( xtftu ϕϕ ′= , тогда 

dttudxxf )()( = .                                                         (18) 

Пусть )(tU  - первообразная для функции )(tu тогда 

 CtUdttu +=∫ )()( .                                                       (19) 

Из равенств (16) - (19) находим 

CxUCtUdttudxxfJ +=+=== ∫∫ ))(()()()( ω .                              (20) 

 
Формулу (20) называют формулой интегрирования подстановкой.  

 
Согласно этой формуле для вычисления интеграла (16) достаточно по-

добрать такую обратимую дифференцируемую функцию )(tx ϕ= , с помощью 

которой подынтегральное выражение dxxf )(  представляется в виде dttu )( , 

причем первообразная для функции )(tu  известна. 

 
ример   14. Вычислить интеграл 

0,22 >−= ∫ adxxaJ . 

 

П 
11 

 



Решение 

Подынтегральная функция определена на отрезке ],[ aa− . Положим 

tatx sin)( ==ϕ , тогда 





==

a
xxt arcsin)(ω ,  tataxa coscos2222 ==− , так 

как 



−∈

2
,

2
ππt , 0>a . Следовательно, 

CttadttatdttaJ +





 +=+=⋅= ∫ ∫ 2

2sin
2

)2cos1(
2

coscos
22

. 

Так как 

a
xt =sin ,       

a
xa

a
xt

22

2

2

1cos −
=−= , 

то 

2

22

cossin2sin
2
1

a
xaxttt −

=⋅=⋅ . 

Поэтому 

Cxax
a
xadxxa +

−
+






=−∫ 2

arcsin
2

222
22 . 

 
пражнения 

 
 

1. Найти интеграл: 
( ) dxxа ∫ − 1053) ;            ∫ + dxxxb 5 32 15) ;              ∫ tgxdxc) ;                         

∫ + x
dxd 2cos2

) ,  
2
π

<x ;      ∫
−

dx
x

xe
16

7

1
) ;     ∫

+−
+ dx

xxx
xf

246

2

7
1) . ►              

2. Найти интеграл: 

∫ + x
dxa

2
) ;           ∫

+ 22 1
)

xx
dxb ,   0>x ;         ∫

+1
)

xe
dxc . ► 

3. Найти интеграл: 

а) ∫ +−
− dx
xx

xa
1

13) 2
;                   ∫

−+−
+ dx

xx
xb

86
43)

2
. ► 

 

1.5. Метод интегрирования по частям 

Пусть функции )(xu  и )(xv  имеют непрерывные производные на проме-

жутке ∆ . Тогда функция uv  также имеет непрерывную производную на ∆  и, 

согласно правилу дифференцирования произведения, выполняется равенство 

У 
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uvuvvu ′−′=′ )(  

Интегрируя это равенство и учитывая, что 

Cuvdxuv +=′∫ )( , 

получаем 

∫∫ ′−+=′ dxuvCuvdxvu . 

Относя произвольную постоянную C  к интегралу ∫ ′dxuv  находим 

∫∫ ′−=′ dxuvuvdxvu                                                   (21) 

или 

∫∫ −= vduuvudv  .                                                  (22) 

 
Формула (21) (или (22)) называется формулой интегрирования по час-

тям.  

 
Она сводит вычисление интеграла  ∫udv  к вычислению  интеграла ∫vdu . 

римеры 

 

15. ∫∫∫ ++=−== Cxxxxdxxxxxdxdxx cossinsinsin)(sincos . ▲ 

16. Вычислить интеграл  

∫ += dxaxJ 2 . 
Решение 
Полагая  xvaxu =+= ,2 , по формуле (21) находим 

∫
+

−+= dx
ax

xaxxJ
2

2
2 , 

где 

∫∫∫
+

−=
+
−+

=
+ ax

dxaJdx
ax
aaxdx

ax
x

22

2

2

2

. 

Отсюда получаем уравнение относительно J  

∫
+

+−+=
ax

dxaJaxxJ
2

2 . 

Используя результат примера 11, находим 

П 
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Caxxaaxxdxax +++++=+∫ 222 ln
22

. ▲ 

 
пражнения 

 
1. Найти интеграл: 

∫ x
dxa

sin
) ;                  ∫ xdxb ln) ;                   ∫ xdxxc sin) . ► 

2. Найти интеграл: 
∫ dxexa x2) ;                  ∫ xdxb 2arccos) . ► 

 
1.6. Некоторые приложения неопределенного интеграла в экономике 

Теперь будем ознакомиться некоторыми приложениями интеграла в эко-

номике. 

Пусть ( )Q L −функция общего продукта, ( )MP L −функция маржинального 

продукта. Функция маржинального продукта с функцией общего продукта свя-

зана следующим образом: 

( )( ) ( ) ( )dQ LMP L Q L MP L dL
dL

= ⇒ = ∫ .    (14) 

Пусть ( ) 0MP L a const= = > . Тогда  

( )Q L adL aL C= = +∫ .  

римеры 

 

17. Если функция маржинального продукта имеет вид ( ) 3(3 2)MP L L= + , 

то найдите функцию общего продукта. Воспользуемся формулой (14) и имеем: 

29( ) ( ) 3 (3 2) 6 .
2

Q L MP L dL L dL L L C= = + = + +∫ ∫ ▲ 

 18. Если функция маржинального продукта имеет вид ( ) 4sin 2MP L L= , 

то найдите функцию общего продукта. Здесь 0 0L Q= ⇒ = . Воспользуемся 

формулой (5.14) и имеем: 

( ) 4 sin 2 2cos2 .Q L LdL L C= = − +∫  
Здесь 0 2L C= ⇒ = . Тогда ( ) 2cos2 2.Q L L= − + ▲ 

 19. Если функция маржинального продукта имеет вид ( ) 4cos2MP L L= , 

У 

П 
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то найдите функцию общего продукта. Здесь 0 3L Q= ⇒ = . Воспользуемся 

формулой (5.14) и имеем: 

( ) 4 cos2 2sin 2 .Q L LdL L C= = +∫  

Здесь 0 3L C= ⇒ = . Тогда ( ) 2sin 2 3.Q L L= + ▲  

пражнения 

 

a) Если функция маржинального продукта имеет вид ( ) 3 sin 2MP L L L= , 

то найдите функцию общего продукта. 

b) Если функция маржинального продукта имеет вид 2( ) 5 sin 2MP L L L= , 

то найдите функцию общего продукта. Здесь 0 0L Q= ⇒ = . 

c) Если функция маржинального продукта имеет вид ( ) 4 ln3MP L L L= , то 

найдите функцию общего продукта. Здесь 0 2L Q= ⇒ = . 

2.1.Метод неопределенных коэффициентов  

В ряде случаев по виду подынтегральной функции можно предположить, 

что ее первообразная будет иметь ту же структуру, что и подынтегральная 

функция. Это бывает в тех случаях, когда, например, подынтегральная функция 

представляет собой произведение многочлена и показательной функции, произ-

ведение многочлена и синуса или косинуса или произведение показательной 

функции и синуса или косинуса. Тогда записывают искомую первообразную в 

предполагаемом виде с неопределенными буквенными коэффициентами. Зада-

ча в этом случае сводится к нахождению неопределенных буквенных коэффи-

циентов, для чего, пользуясь свойствами неопределенного интеграла, сначала 

дифференцирует обе части равенства, а затем сравнивают левую часть полу-

ченного равенства с правой. Поясним сказанное на примерах. 

 
ример 1. Вычислить ( ) dxexx x∫ ++ 52 23 . 

 

Решение  

Если вычислить этот интеграл с помощью трехкратного интегрирования 

У 
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по частям, то получим: 

( ) ( ) Cexxxdxexx xx +++−=++∫ 3252 2323 . 

Этот ответ имеет ту же структуру, что и подынтегральная функция, т.е. 

является (с точностью до произвольной постоянной) произведением многочле-

на третьей степени на показательную функцию xe . Поэтому первообразную 

можно было сразу искать в следующем виде: 

( ) ( )∫ ++++=++ EeDCxBxAxdxexx xx 2323 52 ,            (1) 

где Е - произвольная постоянная. 

Чтобы найти неопределенные коэффициенты ,,,, DCBA продифферен-

цируем обе части равенства (1), учитывая при этом что производная неопреде-

ленного интеграла равна подынтегральной функции: 

( ) ( ) ( ) xxx eDCxBxAxeCBxAexx ++++++=++ 23223 2352  

Разделив обе части этого равенства на xe , получим: 

DCxBxAxCBAxxx ++++++=++ 23223 2352 , 

откуда 

( ) ( ) ( )DCxCBxBAAxxx ++++++=++ 2352 2323 .                       (2) 

Воспользуемся теперь тем, что два многочлена тождественно равны тогда 

и только тогда, когда они имеют одинаковую степень и равны их коэффициен-

ты при одинаковых степенях переменной. Сравнив в тождестве (2) коэффици-

енты при одинаковых степенях переменной x , получим: 

.5
02
,23

1

0

1

2

3

=+
=+
=+

=

DC
CB
BA

A

x
x
x
x

 

Мы получили систему из четырех уравнений с четырьмя переменными 
.,,, DCBA   

Решая ее, находим: ,1=A ,1−=B ,2=C 3=D .   

Таким образом, 

( ) ( ) Eexxxdxexx xx +++−=++∫ 3252 2323 . ▲ 
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ример 2. Вычислить ∫ dxxe x 2sin3 . 

 

Решение  

Здесь подынтегральная функция является произведением показательной 

функции и синуса. В этом случае ее первообразная равна произведению показа-

тельной функции и линейной комбинации синуса и косинуса того же аргумен-

та: 

( ) CxBxAedxxe xx ++=∫ 2sin2cos2sin 33 .                                   (3) 

Для нахождения неопределенных коэффициентов A  и B  продифферен-

цируем обе части равенства (3): 

( ) ( )xBxAexBxAexe xxx 2cos22sin22sin2cos32sin 333 +−++= . 

Разделим обе части этого равенства на xe3 : 

xBxAxBxAx 2cos22sin22sin32cos32sin +−+= . 

Далее имеем: 

( ) ( ) xBAxABx 2cos232sin232sin ++−= . 

Полученное равенство справедливо для любых значений x .Это имеет ме-

сто тогда, когда равны коэффициенты при x2sin и x2cos  в левой и правой частях 

равенства. Приравняв друг другу указанные коэффициенты, получим: 

.023
,123

2cos
2sin

=+
=−

BA
AB

x
x

 

Из этой системы двух уравнений с двумя переменными A  и B  находим: 

13
2

−=A , 
13
3

=B . Значит 

( )∫ +−=+





 +−= CxxeCxxedxxe xxx 2cos22sin3

13
12sin

13
32cos

13
22sin 333 . ▲ 

пражнение 

Используясь методом неопределенных коэффициентов, вычислите 
следующие интегралы: 
( ) ;123 22∫ −+ dxexx x

            ( ) ;285 2∫ −+− dxexx x  
;3cos∫ − dxxe x

                      ( ) .2sin8∫ + dxxx ► 
 

П 
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2.2.Интегрирование рациональных функций 

2.2.1. Интегрирование простейших рациональных функций. Рас-

смотрим интеграл вида 

( )∫ dxxR , 

где ( )xRy = -рациональная функция. Всякое рациональное выражение ( )xR  

можно представить в виде ( )
( )xQ
xP , где ( )xP  и ( )xQ  - многочлены. Если эта 

дробь неправильная, т.е. если степень числителя больше или равна степени 

знаменателя, то ее можно представить в виде суммы многочлена (целая 

часть) и правильной дроби. Поэтому достаточно рассмотреть интегрирование 

правильных дробей. 

Покажем, что интегрирование таких дробей сводится к интегрирова-

нию простейших дробей, т.е. выражений вида: 

ax
A
−

)1 ;   ( )nax
A
−

)2 ;   
qpxx

BAx
++

+
2

)3 ;    ( )nqpxx
BAx
++

+
2

)4 , 

где qpaBA ,,,, - действительные числа, а квадратный трехчлен 

qpxx ++2  не имеет действительных корней. Выражение вида 1) и 2) называют 

дробями 4-го рода, а выражения вида 3) и 4) – дробями 2-го рода.  

 Интегралы от дробей 1-го рода вычисляются непосредственно  

1) ∫ +−=
−

CaxAdx
ax

A ln ; 

2) 
( )

( ) ( ) ( )∫ ∫ =+
+−

−
=−=

−

+−
− ...,4,3,2

1

1

nC
n
axAdxaxAdx

ax
A n

n
n

. 

Рассмотрим вычисление интегралов от дробей 2-го рода: 

3) ∫ ++
+ dx

qpxx
BAx

2 . 

Сначала заметим, что  

∫ +=
+

C
a
tgarct

aat
dt 1

22
, 
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( )∫ ++=
+

Cat
at

dtt 22
22

ln
2
1

. 

Чтобы свести вычисление интеграла 3) к этим двум интегралам, преоб-

разуем квадратный трехчлен qpxx ++2 , выделив из него полный квадрат: 








 −+





 +=++

42

22
2 pqpxqpxx . 

Так как предположению этот трехчлен не имеет действительных кор-

ней, то 0
2

>−
q
pq

 
и мы можем положить 2

2

4
apq =− . Подстановка 

dtdxtpx ==+ ,
2

 преобразует интеграл 3) к линейной комбинации указан-

ных двух интегралов: 

∫ ∫ =
+

+





 −

=
++

+ dt
at

BptA
dx

qpxx
BAx

222

2  

( )∫ ∫ 





 −++=

+






 −+

+
=

a
tarctgApBatA

at
dtApB

at
dttA

22
1ln

22
22

2222
. 

В окончательном ответе нужно лишь заменить  t  на 
2
px + , а 

4

2pq − . Так как  

qpxxat ++=+ 222 , то   

( )∫ +

−







 −

+++=
++

+ C
pq

ApB
qpxxAdx

qpxx
BAx

4

2ln
2 2

2
2

. 

4) 
( )∫

++

+ dx
qpxx

BAx
n2

. 

Как и в предыдущем случае, положим tpx =+
2

. Получим: 

12
1

2
1

212 +
⋅+=
t

tII . 

Но  
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tarctg
t

dtI ∫ =
+

=
121 . 

Таким образом, 

( )12
1

2
1

22 +
+=

t
tarctgI . 

Окончательно получаем: 

( ) ( ) ( )∫ =
+

−−
+

−=
++

+
122

1
12

1
106

2
2222 t
ttarctg

t
dx

xx
x  

( ) ( ) ( ) =+
++

+
−+−

++
−= C

xx
xxarctg

xx 1062
33

2
1

1062
1

22
 

( ) ( ) Cxarctg
xx

x
++−

++
−−

= 3
2
1

1062
4

2
. 

пражнение 

Вычислите следующие интегралы от простейших дробей.  

 ∫ ++ 26 2 xx
dx . ► 

 
( )

dx
x

x
∫

+

+
22 2

35 . ► 

 
( )∫ + 332x

dx . ► 

 dx
xx

x
∫ +−

+
83

23
2

. ► 

 ( )∫ ++
− dx
xx

x
22 154

72 . ► 

2.2.2. Интегрирование правильных дробей. Рассмотрим правильную 

дробь ( ) ( )
( )xQ
xPxR = , где ( )xQ  - многочлен степени n . Не теряя общности, мож-

но считать, что старший коэффициент в ( )xQ  равен 1. В курсе алгебры до-

казывается, что такой многочлен с действительными коэффициентами: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )δνβα srxxqpxxxxxxxQ k ++++−−= 22
1 ...... , 

где kxx ,...,1  - действительные корни многочлена ( )xQ , а квадратные трех-

члены не имеют действительных корней. Можно доказать, что тогда ( )xR  

представляется в виде суммы простейших дробей вида 1) – 4): 

У 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

+
−

++
−

+
−

== −
1

1
1

2

1

1 ...
xx

A
xx

A
xx

A
xQ
xPxR α

α  

( ) ( ) ( ) +
++

+
+

−
++

−
+

−
++ − ν

β
β qpxx

NxM
xx

B
xx

B
xx

B

kkk
2

11
1

21 ......  

( ) srxx
FxE

srxx
FxE

xpxx
NxM

++
+

++
++

+
++

++
+

++
22

11
2

......... δδ
δ

νν ,                 (1) 

где показатели у знаменателей последовательно уменьшаются от α  до ,...,1  

от β  до ,1  от  γ   до ,...,1  от δ  до ,1  а δFA ,...,1 неопределенные коэффи-

циенты. Для того чтобы найти эти коэффициенты, необходимо освободиться 

от знаменателя и, получив равенство двух многочленов, воспользоваться ме-

тодом неопределенных коэффициентов. 

 После нахождения неопределенных коэффициентов остается вычис-

лить интегралы от полученных простейших дробей. Так как при интегриро-

вании простейших дробей получаются, как мы видели, лишь рациональные 

функции, арктангенсы и логарифмы, то интеграл от любой рациональной 

функции выражается через рациональную функцию, арктангенсы и лога-

рифмы. 

ример 3. Вычислить ∫ −+
+ dx
xx

x
32

16
2

. 

 

Решение  

Разложим знаменатель подынтегральной функции на множители: 

( ) ( )31322 +−=−+ xxxx . 

Выпишем подынтегральную функцию и представим ее в виде суммы 

простейших дробей: 

( ) ( ) 3131
16

+
+

−
=

+−
+

x
B

x
A

xx
x . 

Освободившись в этом равенстве от знаменателей, получим: 

( ) ( )1316 −++=+ xBxAx .                                            (2) 

Для отыскания коэффициентов воспользуемся методом подстановки 

П 
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частных значений. Для нахождения коэффициента  А  положим 1=х . Тогда 

из равенства (2) получим А47 = , откуда 
4
7

=А . Для отыскания коэффициен-

та В  положим 3−=х . Тогда из равенства ( )2  получим В417 −=− , откуда 

4
17

=В . 

( ) ( ) 3
4

17

1
4
7

31
16

+
+

−
=

+−
+

хххх
х . 

Значит, 

 

.3ln
4

171ln
4
7

34
17

14
7

32
16

3 Cxx
x
dx

x
dxdx

xx
x

+++−=
+

+
−

=
−+

+
∫ ∫ ∫

▲
 

ример 4. Вычислим ( ) ( ) ( )∫ +−+
+++ dx
xxx

xxx
212

582
22

24

. 

Решение 

Выпишем подынтегральную функцию и представим ее в 

виде суммы простейших дробей. В знаменателе содержится множитель 22 +x , 

не имеющий действительных корней, ему соответствует дробь 2-го рода: 

22 +
+

x
BAx , 

множителю ( )21−х  соответствует одна дробь 1-го рода 
2+x

E . Таким образом, 

подынтегральную функцию мы представим в виде суммы четырех дробей: 

( ) ( ) ( ) ( ) 2112212
582

2222

24

+
+

−
+

−
+

+
+

=
+−+

+++
x

E
x
D

x
C

x
BAx

xxx
xxx .               (3) 

Освободимся в этом равенстве от знаменателей. Получим: 

( ) ( ) ( ) ( )221582 2224 +++−+=+++ xCxxBAxxxx  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222 122122 −+++−+++ xxExxxDx                           (4) 

Знаменатель подынтегральной функции имеет два действительных 

корня ,1=х 2−=х . При подстановке в равенство )4( значения 1=х  полу-

П 
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чаем С916 = , откуда находим 
9

16
=С  . при подстановки 2−=х  получаем 

Е5413 = и соответственно определяем 
54
13

=Е . Подстановка значения 2ix =  

( корня многочлена 22 +х ) позволяет перейти к равенству  

( ) ( ) ( )2212252844
2

+−+=++− iiBiAi . 

Оно преобразуется к виду: 

( ) ( ) iiBABA 285252210 +=−++ , 

откуда 5210 =+ ВА , а ( ) 28252 =− ВА . 

Решив систему двух уравнений с двумя переменными  





=−
=+

,652
,5210

ВА
ВА

 

находим:  
54
41

=А ,
27
35

−=В . 

 Осталось определить значение коэффициента D . Для этого в равенстве 

( )4  раскроем скобки, приведем подобные члены, а затем сравним коэффици-

енты при 4x . Получим : 

1=++ EDA , т.е. .0=D  
Подставим найденные значения коэффициентов в равенство ( )3  : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
54
13

1
9

16

2
27
35

54
41

212
582

2222

24

+
+

−
+

+

−
=

+−+
+++

xxx

x

xxx
xxx

 
а затем перейдем к интегрированию: 

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ +
+

−
+

=
+−+

+++
227

35
254

41
212

582
2222

24

x
dx

x
dxxdx

xxx
xxx  

( )
( ) −−+=

+
+

−
+ ∫ ∫ 2227

352ln
108
41

254
13

19
16 2

2

xtgarcx
x
dx

x
dx  

( ) Cx
x

+++
−

− 2ln
54
13

19
16 . ▲ 
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пражнение 

Вычислите следующие интегралы от правильных дробей.  

∫ −+
+ dx

xxx
x

2
2

23

2

. 

( ) ( )∫ ++ 2

2

31 xx
dxx . 

∫ +13x
dxx . 

 

( ) ( )∫ −+
− dx
xx

x
91

23
2 . 

( ) ( )∫ ++ 11 22 xx
dx . 

( ) ( ) .
42

12
22∫ ++

− dx
xx

x

►

2.2.3. Интегрирование неправильных дробей. Пусть нужно проин-

тегрировать функцию, где ( )xf   и  ( )xg  - многочлены, причем степень 

многочлена ( )xf  больше или равна степени многочлена ( )xg  . В этом слу-

чае прежде всего необходимо выделить целую часть неправильной дроби 

( )
( )xg
xf  , т.е. представить ее в виде  

( )
( ) ( ) ( )

( )xg
xrxs

xg
xf

+=  

где ( )xs  - многочлен степени, равной разности степеней многочленов ( )xf  и  

( )xg , а  ( )
( )xg
xr - правильная дробь. 

Тогда  

( )
( ) ( ) ( )

( )∫ ∫ ∫+= dx
xg
xrdxxsdx

xg
xf . 

ример 5. Вычислить ( ) ( ) ( )∫ −+−
−++− dx

xxx
xxxx

321
11164 234

. 

Решение  

Имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) 652321 23 +−−=−+−= xxxxxxxg , 

( ) 11164 234 −++−= xxxxxf . 

  

У 

П 
24 

 



Для выделения целой части разделим ( )xf  на ( )xg : 

2
652

12
121042
111062

652
11164

23

2

23

23

34

234

−
+−−

+
−++−
−++−

−

+−−
−++−

−

x
xxx

x
xxx
xxx

xxxx
xxxx

 

Итак, 
( )
( ) 652

122
22

2

+−−
+

+−=
xxx

xx
xg
xf . 

Значит, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ −+−
+

++−=
−+−
−++− dx

xxx
xdxxdx

xxx
xxxx

321
122

321
11164 2234

. 

Имеем: 

( )∫ +−=− 1

2

2
2

2 Cxxdxx . 

Для вычисления интеграла  
( ) ( ) ( )∫ −+−

+ dx
xxx

x
321

12 2

 применяется, как и 

выше, метод неопределенных коэффициентов. После вычислений, которые 

мы оставляем читателю, получаем: 

( ) ( ) ( ) .3ln
10
192ln

5
31ln

2
12

2321
11164 2234

∫ +−+++−−−=
−+−
−++− Cxxxxxdx

xxx
xxx

▲ 

 
пражнение 

Вычислите следующие интегралы от неправильных дробей. 

∫ −
−+ dx

x
xx
2

15

. 

∫ +−
+ dx
xx

x
86

4
2

3

. 

 

∫ −
+ dx

xx
x

3

4 2 . 

.
45

25
23

3

∫ +−
+ dx

xxx
x

►

2.3.Интегрирование иррациональных функций 

При интегрировании иррациональных функций используются различ-

ные приемы. Мы рассмотрим метод рационализации подынтегрального вы-

ражения. Он заключается в выборе такой подстановки ( )xt ϕ= , которое 

данное подынтегральное выражение преобразует в рациональное относи-

У 
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тельно новой переменной  t . Поскольку рациональные функции мы умеем 

интегрировать, такие подстановки позволяют интегрировать и иррациональ-

ные функции.  

Пусть ( )yxR , - рациональная функция от x  и y , т.е. функция, полу-

чаемая из  yx ,  и чисел с помощью конечного числа арифметических опера-

ций (сложения, умножения и деления). Примерами таких функций могут 

служить  

( );43 22

22

yxyx
yxz

−+
−

=
                    

( )
( )33

72533

98
6

xyx
yx

yx
yxz

−
−

+
−
+

= . 

Если заменить в ( )yxR ,  переменную у выражением n

dcx
bax

+
+  , то по-

лучим функцию 







+
+

n

dcx
baxxR , то одной переменной x . Интеграл от нее имеет 

вид: 

dx
dcx
baxxR n 







+
+

∫ , . 

Этот интеграл рационализируется с помощью подстановки  

t
dcx
bax

n =
+
+

. 

В самом деле, так как подкоренное выражение представляет собой 

дробно – линейную относительно x  функцию, то переменная x  рационально 

выражается через переменную t : 

nt
dcx
bax
=

+
+ ,     ( )tg

act
dtbx n

n

=
−

−
= . 

Тогда ( )tgx ′=′  - рациональная функция. Заменяя теперь переменную 

в данном интеграле, получим интеграл от рациональной функции новой пе-

ременной t : 

( )( ) ( )∫ ∫ ′=







+
+ dttgtgRdx

dcx
baxxR n ,, . 

26 
 



Замечание. Если под знаком интеграла содержатся корни с разными 

показателями, но с одним и тем же дробно – линейным относительно x  под-

коренным выражением, то сначала следует провести их к одному показате-

лю,  после чего использовать указанный прием. 

 
римеры  

 

6. Вычислить 
( ) ( )

∫

−
+

+− 4

1
221

x
xxx

dx . 

Решение  
Учитывая, что под корнем содержится дробно–линейно выражение, восполь-
зуемся подстановкой  

4

1
2 t

x
x

=
−
+ , откуда  

1
2

4

4

−
+

=
t
tx . 

Выразим все компоненты подынтегрального выражения через t . 

1
32

1
22;

1
31

1
21

4

4

4

4

44

4

−
=+

−
+

=+
−

=−
−
+

=−
t

t
t
tx

tt
tx ; 

( ) dt
t

tdt
t
tdx 24

3

4

4

1
12

1
2

−
−=

′








−
+

= . 

Заменив под знаком интеграла переменную x  новой переменной t , по-

лучим: 

( ) ( )

( ) .
2
1

3
4

3
4

3
4

1
3

1
3

1
12

1
221

4
2

4

4

4

4

3

4

∫∫ ∫ +
+
−

=+=−=
⋅

−
⋅

−

−
−

=

−
+

+−
C

x
xC

tt
dt

t
t

t
t

dt
t

t

x
xxx

dx

▲

 

 

7. Вычислить ∫ −
+

−
+

−

−
−

+
= dx

xxx

xx

I

7
15

7
15

7
15

5
7

1571

36

3

. 

Решение  

В данном случае под знаком интеграла содержатся корни с разными 

П 

27 
 



показателями, но с одним и тем же подкоренным выражением. Наименьшее 

общее кратное всех показателей корней, входящих в состав подынтегрально-

го выражения, равно 6, поэтому данный интеграл от иррациональной функ-

ции может быть рационалиризован с помощью подстановки: 

5
17,

7
15 6

6
+

==
− txtx . 

Тогда  
2335

7
15,

7
15,

5
42 txtxdttdx =

−
=

−
= . 

Заменив переменную под знаком интеграла, получим: 
( )

∫ ∫ ++
−

−=⋅
++

+−+
= dt

tt
ttdtt

ttt
ttI

15
294

5
421771

2

610
2

32

62

. 

Под знаком интеграла содержится неправильная рациональная дробь. 
Для выделения целой части разделим числитель на знаменатель так, как это 
было сделано ранее. 

Получаем: 

1
1122

1 2
234578

2

610

++
−

++−++−+−=
++

−
tt

tttttttt
tt
tt . 

Поэтому  

=







++
−

++−++−+−−= ∫ dt
tt

ttttttttI
1

1122
5

294
2

234578  









++

−
++−++−+−−= ∫ dt

tt
ttttttttt

1
1

345
2

6895
294

2
2

345699

. 

Для вычисления dt
tt

t
∫ ++

−
1

1
2

  выделим в знаменателя полный квадрат 

аналогично тому, как это было сделано в предыдущем примере. Получим: 

( ) Ctarctgttdt
tt

t
+

+
−++=

++
−

∫ 3
1231ln

2
1

1
1 2

2
. 

Окончательно находим: 

( ) ,
3

1231ln
2
1

345
2

6895
294 22

345689

CtarctgttttttttttI +

+

−++++−++−+−


−=

 

где 6

7
15 −

=
xt . ▲ 

 

пражнение 

Вычислите следующие интегралы от иррациональных функций. У 
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dx
x

x
∫

+4 . 

( ) dx
xx

xxx
∫ +

++
3

63 2

1
. 

( )∫ +
−

−
dx

x
x

x
3

2 2
2

2
1 . 

 

∫ + dxxx 1 . 

∫ +

− dx
x
x

21
21 . 

( ) ( ) .
11212

112
3

6

∫ −−−
+− dx

xx
x

 ►
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2.4. Интегрирование тригонометрических функций 

 Рассмотрим интегралы вида 

( )∫ dxxxR cos,sin , 

где ( )vuR ,  -рациональная функция. Такие интегралы всегда рационализируют-

ся подстановкой ( )ππ <<−= xxtgt
2

. в самом деле, 

2
2 1

2

2
1

2
2

sin
t
t

xtg

xtg
x

+
=

+
= , 

Во многих случаях удается упростить вычисление интегралов вида  

( )∫ dxxxR cos,sin , воспользовавшись другими подстановками. Так, если при 

изменении знака xsin  меняется знак ( )xxR cos,sin : 

( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin −=− , 

то интеграл можно рационализировать с помощью подстановки tx =cos . Если 

при изменении знака xcos меняется знак ( )xxR cos,sin : 

( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin −=− , 

то целесообразна подстановка tx =sin . Если при одновременном изменении 

знака xsin  и xcos ( )xxR cos,sin  не меняются: 

( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin −=−− , 

то рационализация достигается с помощью одной из подстановок: 

,
22

, ππ
<<−= xtxtg или π<<= xtxctg 0, . 

Поясним сказанное на примерах. 

римеры 

 

8. Вычислить ∫ dxxx 23 cossin . 

Решение 

В данном случае имеем: 

П 
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( ) ( ) .cossincossincos,sin 2323 xxxxxxR −=−−=−  

Воспользуемся подстановкой tx =cos .Заметим, что  

( ) xxdxxxxdxxx 222223 coscos1sincossincossin −−==  

( ) ( ) ( )xdxxdxx coscoscos1sin 22−−=− . 

Значит, 

( ) =−−=∫ ∫ dtttdxxx 2223 1cossin
 

( ) .cos
3
1cos

5
1

35
35

35
24∫ +−=+−=−= CxxCttdttt

  ▲ 

9. Вычислим ∫ + x
dxx
2

3

sin1
cos . 

Решение 

В данном случае имеем: 

( ) ( ) ( )xxR
x

x
x

xxxR cos,sin
sin1

cos
sin1

coscos,sin
2

3

2

3

−=
+

−=
+
−

=− . 

Воспользуемся подстановкой tx =sin : 

( )∫ ∫ ∫ =
+
−

=
+

=
+

xd
x
xdxx

x
x

x
dxx sin

sin1
sin1cos

sin1
cos

sin1
cos

2

2

2

2

2

3

 

∫ ∫ =+−=





 −
+

=
+
−

= Cttarctgdt
t

dt
t
t 21

1
2

1
1

22

2

 

( ) Cxxarctg +−= sinsin2 . ▲ 

10. Вычислить ∫ dx
x
x

4

2

sin
cos . 

Решение В данном случае имеем: 

( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin =−− , 

Значит, в качестве рационализирующей может выступить одна из двух 

подстановок txtg =  или txctg = . Имеем: 

∫∫ =
x

dxxctgdx
x
x

2
2

4

2

sinsin
cos . 

В данном случае целесообразно сделать подстановку txctg =  

 31 



Тогда  
x

dxdt
2sin

−=   и, следовательно, 

∫∫ +−=+−=−= CxctgCtdttdx
x
x 3

3
2

4

2

3
1

3sin
cos . ▲ 

 При вычислении интегралов от тригонометрических функций для преоб-

разования подынтегральных выражений часто используются различные форму-

лы тригонометрии. В первую очередь при  

( ) ( )
2

sinsincossin βαβαβα −++
= ;                                   (5) 

( ) ( )
2

coscoscoscos βαβαβα −++
= ;                                  (6) 

( ) ( ) )7(
2

coscossinsin βαβαβα +−−
=  

и их частные случаи: 

2
2cos1cos,

2
2cos1sin 22 xxxx +

=
−

= ; 

Из формул (5), (6), (7) получаем, что при mn ≠  

( ) ( )∫∫ =−++= dxxnmxnmdxnxxm sinsin
2
1cossin  

( ) ( ) C
nm

xnm
nm

xnm
+








−
−

+
+
+

−=
coscos

2
1 . 

( ) ( )( )∫ ∫ =−++= dxxnmxnndxnxmx coscos
2
1coscos  

( ) ( ) C
nm

xnm
nm

xnm
+








−
−

+
+
+

=
sinsin

2
1 . 

( ) ( )( )∫ ∫ =+−−= dxxnmxnmdxnxmx coscos
2
1sinsin  

( ) ( ) C
nm

xnm
nm

xnm
+








+
+

−
−
−

=
sinsin

2
1 . 

римеры 

 
11. Вычислим dxxx

42 cossin∫ . 
П 
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Решение ( )∫ ∫ == dxxxxdxxx 22242 coscossincossin  

=
+

⋅
−

== ∫ ∫ dxxxdxxx
2

2cos1
2

4cos1
4
1cos2sin

4
1 22  

( )∫ 

 +−=−+−=

4
4sin

16
12cos4cos2cos4cos1

6
1 xxdxxxxx  



 −+−=


+

−+ ∫ 2
2sin

4
4sin

16
1

2
2cos6cos

2
2sin xxxxxx  



 −+=+










+− xxCxx 2sin

4
1

16
1

2
2sin

6
6sin

2
1  

Cxx +

−− 6sin

12
14sin

4
1 . ▲ 

12. Вычислим ∫ dxxxx 5sin3sinsin . 

Решение Несколько раз воспользуемся формулами преобразования про-

изведения в сумму: 

( )∫ ∫ =−= dxxxxdxxxx 5sin4cos2cos
2
15sin3sinsin  

(∫ ∫ ∫ +=−= xdxxxdxxx 7sin
4
15sin4cos

2
15sin2cos

2
1  

) ( )∫ −





 −−=+−+

3
3cos

7
7cos

4
1sin9sin

4
13sin xxdxxdxx  

CxxxxCxx
+

−−+
=+






 −−−

252
3cos217cos9cos639cos7cos

9
9cos

4
1 . ▲ 

пражнение 

Вычислите следующие интегралы от тригонометрических функ-

ций. 

∫ dxxtg 5 . 

∫ dxx
7

3

sin
cos  

∫ dx
x
x

3 2

3

sin
cos  

∫ dxxtg 4 . 

∫ xx
dx

cossin 3 . 

∫ +− xx
dx

22 sin5cos34
. 

∫ dxxx 45 cossin . 

∫ x
dx

5cos
. 

dx
x

x
∫ + sin1

cos3

. 

∫ dx
x
x

2

4

cos
sin . 

У 
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∫ x
dx

4sin
. ∫ dxx8cos

.
 

3.1. Задача о вычислении площади криволинейной трапеции 

Криволинейной трапецией называют фигуру в плоскости xOy , огра-

ниченную прямыми ax = , bx = , )( ba <  и графиками функций )(1 xfy = , 

)(2 xfy = , непрерывных на ],[ ba  и таких, что )()( 21 xfxf ≤  для всех ],[ bax∈  

(рис. 1). 

Рассмотрим частный случай такой трапеции, ограниченной прямыми 

ax = , bx = , 0=y  и графиком непрерывной и неотрицательной на ],[ ba  

функции )(xfy =  (рис. 2). Как найти площадь такой фигуры? Правда, само 

понятие площади также нуждается в определении, но к этому мы вернемся 

позднее . Пока же будем опираться на интуитивное представление о площади. 

Разобьем отрезок ],[ ba  на ряд мелких участков точками  

bxxxxxa nn =<<<<<= −1210  , 

на каждом участке ],[ 1+rk xx  найдем наименьшее значение функции )(xfy = , 

обозначим его km  и рассмотрим прямоугольник с основанием ],[ 1+kk xx  и высо-

той km  (рис. 3); его площадь равна )( 1 kkk xxm −+ . 

Объединение этих прямоугольников представляет собой вписанную в дан-

ную криволинейную трапецию ступенчатую фигуру (рис. 4); ее площадь обо-

значим Ts  (буква T  символизирует то разбиение отрезка ],[ ba , которое мы 

осуществили). Аналогично, если на каждом участке ],[ 1+rk xx  выбрать наи-

большее значение функции kM  и рассмотреть прямоугольник с высотой kM , то 

объединение таких прямоугольников даст описанную около данной криволи-

нейной трапеции ступенчатую фигуру (рис. 5); ее площадь обозначим TS . 
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                Рис. 1                                       Рис. 2                                     Рис.3  

 
              Рис. 4                                    Рис.5                                       Рис.6 

 Очевидно, что для любого разбиения T  выполняется неравенство 

TT SSs ≤≤ , где S  - искомая площадь криволинейной трапеции. Эту площадь 

можно определить как число, которое не меньше площади любой вписанной 

ступенчатой фигуры и не больше площади любой описанной ступенчатой фи-

гуры, а точнее как число, разделяющее множества }{ Ts  и }{ TS  для всевозмож-

ных разбиений T  отрезка ],[ ba . Интуитивно ясно, что такое разделяющее 

число должно быть единственным. 

Искомая площадь S  приближенно равна площади вписанной или опи-

санной  ступенчатой фигуры, т. е. TsS ≈  или TSS ≈ . 

На практике делят отрезок ],[ ba  на n  равных частей и вместо Ts  ис-

пользуют запись ns , а вместо TS  - запись nS - Чем больше n , тем точнее прибли-

женное равенство Ssn ≈  или SSn ≈ . Точное равенство получается при перехо-

де к пределу: nn
sS

∞→
= lim  или nn

SS
∞→

= lim . 
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ример 1 (Архимеда).  Найти  площадь  криволинейной  трапеции,  

ограниченной     параболой 2xy =  и прямыми 0=x , 1=x , 0=y  

(рис. 6). 

Решение 

Разделим отрезок ]1,0[  на n  равных частей точками  

1,1,...,2,1,0 1210 ==
−

==== − n
nx

n
nx

n
x

n
xx nn . 

Тогда  

1)(,)1()(,...,2)(,1)(,1)( 2

2

2

2

12

2

22

2

10 ==
−

==== − n
nxf

n
nxf

n
xf

n
xfxf nn . 

Составим сумму nS  (площадь ступенчатой фигуры на рис. 6): 

( )2222
32

2

2

2

2

2

2 32113211 n
nn

n
nnnn

Sn ++++=






 ++++=  . 

Методом математической индукции можно доказать, что 

6
)12)(1(321 2222 ++

=++++
nnnn . 

Значит, 

2

2

32

2

2

2

2

2

2 6
132

6
)12)(1(13211

n
nnnnn

nn
n

nnnn
Sn

++
=

++
=







 ++++=  , 

откуда 

3
1

6
2

6
132limlim 2

2

==
++

==
∞→∞→ n

nnSS
nnn

. 

Заметим, что этот результат был получен еще Архимедом с помощью 

предельного перехода. ► 

 

3.2. Задача о массе материальной плоской пластины 

Пусть дан прямолинейный неоднородный материальный стержень ],[ ba , 

линейная плотность которого в точке x  выражается функцией )(xρ . Найдем 

массу µ  стержня. 

Если бы стержень был однородным, т. е. его линейная плотность во всех 
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точках была бы равна ρ , то масса µ  стержня вычислялась бы по формуле 

)( ab −= ρµ . В данном случае эту формулу применить нельзя. Поступим сле-

дующим образом: произведем разбиение T  отрезка  ],[ ba  на ряд мелких уча-

стков и рассмотрим участок ],[ 1+kk xx . Пусть km  и kM  - соответственно наи-

меньшее и наибольшее значения линейной плотности )(xρ  на этом участке. То-

гда масса участка ],[ 1+kk xx  заключена между числами kk xm ∆  и kk xM ∆ , где kx∆  

- длина отрезка ],[ 1+kk xx . Проведя аналогичные рассуждения для остальных 

участков разбиения, получим, что масса µ  стержня ],[ ba  удовлетворяет   

двойному   неравенству 

TT Ss ≤≤ µ , 
где   

∑
−

=
−− ∆≡∆++∆+∆+∆=

1

0
11221100

n

k
kknnT xmxmxmxmxms  ,     

      ∑
−

=
−− ∆≡∆++∆+∆+∆=

1

0
11221100

n

k
kknnT xMxMxMxMxMS  . 

Таким образом, масса стержня есть число, разделяющее множества }{ Ts  и 

}{ TS  для всевозможных разбиений T  отрезка ],[ ba . 

 
3.3. Определение определенного интеграла 

Две различные задачи, рассмотренные в предыдущих пунктах, в процессе 

решения привели к одной и той же математической модели - к двум опре-

деленным образом построенным числовым множествам }{ Ts  и }{ TS , разделяю-

щимся единственным числом: в первом случае это число определяет площадь 

криволинейной трапеции, во втором — массу стержня. Оказывается, многие 

важные задачи из геометрии, физики, техники и других дисциплин, в том числе 

экономики приводят к такой же математической модели, поэтому есть смысл 

специально заняться ее изучением. Прежде всего нужно более точно осмыслить 

процесс решения двух рассмотренных выше задач, отвлекаясь от их конкрет-

ного содержания. 

Итак, пусть на отрезке ],[ ba  определена ограниченная функция 
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)(xfy = . Произведем разбиение T  отрезка ],[ ba  точками 

bxxxxxa nn =<<<<<= −1210  , 

на каждом из отрезков разбиения ],[ 1+kk xx  найдем нижнюю и верхнюю грани 

значений функции, обозначим их соответственно km  и kM , и составим суммы 

∑
−

=

∆=
1

0

n

k
kkT xms ,          ∑

−

=

∆=
1

0

n

k
kkT xMS . 

Первая из этих сумм называется нижней, а вторая - верхней суммой Дарбу. 

 
Эти суммы обладают следующими свойствами: 

1°. Для любого T  справедливо неравенство TT Ss ≤ . 

Доказательство следует из того, что kk Mm ≤ .■ 

2°. Если к данному разбиению 1T  добавить несколько новых точек, полу-

чив тем самым разбиение 2T  отрезка ],[ ba , то 
21 TT ss ≤ , а 

21 TT SS ≥  

Доказательство следует из того, что если отрезок ],[ 1+kk xx  разбить на 

два отрезка и на каждом из них найти нижние и верхние грани значений функ-

ции - соответственно kkkk MMmm ′′′′′′ ,,,  - то, kkkk mmmm ′′≤′≤ , , в то время как 

kkkk MMMM ′′≥′≥ , . ■ 

3°. Для любых разбиений 1T  и 2T  отрезка ],[ ba  выполняется неравенство 

21 TT Ss ≤  

Доказательство следует из того что, составив разбиение T , включающее 

в себя все точки разбиения 1T  и все точки разбиения 2T , а затем используя свой-

ства 1° и 2°, получим 
21 TTTT SSss ≤≤≤ .■ 

Последнее свойство означает, что множество M  нижних сумм Дарбу рас-

положено левее множества N верхних сумм Дарбу, построенных для ограни-

ченной на отрезке ],[ ba  функции )(xfy = . Тогда найдется хотя бы одно число 

I , разделяющее множества M  и N, т. е. такое, что для любого разбиения отрез-

ка ],[ ba  выполняется двойное неравенство 
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T

n

k
kk

n

k
kkT SxMIxms =∆≤≤∆= ∑∑

−

=

−

=

1

0

1

0
.           

 Функция )(xfy = , ограниченная на отрезке ],[ ba , называется интегри-

руемой на этом отрезке, если существует единственное число I , разделяющее 

множества нижних и верхних сумм Дарбу, образованных для всевозможных 

разбиений отрезка ],[ ba . Если функция интегрируема на отрезке ],[ ba , то 

единственное число, разделяющее эти множества, называют определенным 

интегралом этой   функции по отрезку   ],[ ba  и обозначают символом 

∫
b

a

dxxf )( . 

 

Знак ∫
b

a

 читается: «интеграл от a  до b»; числа a  и b  называются соот-

ветственно нижним и верхним пределами интегрирования.  

Позднее мы установим связь между ∫ dxxf )(  и ∫
b

a

dxxf )( , которая сделает 

оправданным использование знака интеграла и в случае определенного инте-

грала. 

 Мы определили интеграл ∫
b

a

dxxf )(  для случая, когда ba <  . Если ba > , 

то положим ∫∫ −=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( . Это определение естественно, так как при  

изменении направления промежутка интегрирования каждая разность 

kk xx −+1 изменяет знак, а тогда изменят знаки и суммы Дарбу и, следовательно, 

разделяющее их число, т. е. интеграл. 

Так как при ba =  все kx∆  обращаются в нуль, то положим 

0)( =∫
a

a

dxxf . 

Рассматривая в п. 1 задачу о площади криволинейной трапеции, мы полу-

чили, что площадь есть число, разделяющее площади вписанных и описанных 

ступенчатых фигур, а эти площади являются нижними и верхними суммами 
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Дарбу для заданной неотрицательной и непрерывной на отрезке ],[ ba  функ-

ции )(xfy = . Опираясь на интуицию, мы предположили, что это число единст-

венно. Значит, ∫=
b

a

dxxfS )( , т. е. определенный интеграл выражает площадь 

криволинейной трапеции, ограниченной прямыми ax = ,  bx =  ( ba < ), 0=y  и 

графиком непрерывной и неотрицательной на отрезке ],[ ba  функции )(xfy = . 

В этом состоит геометрический смысл определенного интеграла. 

Рассматривая в п. 2 задачу о массе стержня, мы получили, что масса есть 

число, разделяющее множества нижних и верхних сумм Дарбу для функции 

)(xρ , задающей плотность стержня. По смыслу задачи это число единственно. 

Значит, ∫=
b

a

dxx)(ρµ , т. е. масса стержня есть интеграл от плотности. В 

этом состоит физический смысл определенного интеграла. 

ример 2. Приведем пример, показывающий, что существуют неин-

тегрируемые функции. Напомним, что функцией Дирихле называ-

ют функцию )(xD , определяемую на отрезке ]1,0[  равенствами 





−
−

=
.,0

,,1
)(

числоьноеиррационалxесли
числооерациональнxесли

xD  

Какой бы отрезок ],[ 1+kk xx  мы ни взяли, на нем найдутся как рациональ-

ные, так и иррациональные точки, т. е. точки, где 0)( =xD , и точки, где 

1)( =xD . Поэтому для любого разбиения отрезка ]1,0[  все значения km  равны 

нулю, а все значения kM  равны единице. Тогда все нижние суммы Дарбу 

∑
−

=

∆=
1

0

n

k
kkT xms  равны нулю, а все верхние суммы Дарбу ∑

−

=

∆=
1

0

n

k
kkT xMS  равны 

единице, поскольку 

00
1

0

1

0
=∆⋅=∆= ∑∑

−

=

−

=

n

k
k

n

k
kkT xxms ,      11

1

0

1

0
∑ ∑
−

=

−

=

=∆⋅=∆=
n

k

n

k
kkkT xxMS  

а ∑
−

=

∆
1

0

n

k
kx  длина отрезка ]1,0[ . Итак, в рассматриваемом случае }0{=M , 

}1{=N  и любое число из промежутка ]1,0[  разделяет множества M  и N . 
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Значит, функция Дирихле не является интегрируемой на отрезке ]1,0[ .▲ 

 
Теорема 1 (необходимое и достаточное условие интегрируемости  

функции). Для того чтобы функция )(xfy = , определенная и ограниченная на 

отрезке, была интегрируема на этом отрезке, необходимо и достаточно, чтобы 

для любого 0>ε  существовало такое разбиение T , что ε<− TT sS . Короче: 

εε <−∃>∀ TT sST :0 . 

Доказательство следует из критерия единственности разделяющего чис-

ла  и свойств 1°   и 2° сумм Дарбу. 

Поскольку  

∑∑∑
−

=

−

=

−

=

∆−=∆−∆=−
1

0

1

0

1

0
)(

n

k
kkk

n

k
kk

n

k
kkTT xmMxmxMsS  

условие ε<− TT sS  можно записать и так: 

ε<∆−∑
−

=

1

0
)(

n

k
kkk xmM .                                                (1) 

Разность kk mM − , будем обозначать через kω  и называть колебанием 

функции )(xf  на отрезке ],[ 1+kk xx . Тогда неравенство (1) можно записать сле-

дующим образом: 

εω <∆∑
−

=

1

0

n

k
kk x .■ 

3.4. Классы интегрируемых функций 

 В предыдущем пункте мы ввели понятие интегрируемой функции и ус-

тановили необходимое и достаточное условие интегрируемости. Ниже  без до-

казательства приведем ряд теорем, которые выделяют некоторые классы ин-

тегрируемых функций. 

 
Теорема 2. Если функция )(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba , то она ин-

тегрируема на этом отрезке. 

 
 
 

 41 



Замечание.  В литературе по математическому анализу существует много 

вариантов доказательства теоремы 2. Например, теорему 2 можно доказать ис-

пользуя: 

- теорему Кантора о равномерной непрерывности; 

- понятие модуля непрерывности функции. 

 
пражнение 

Доказать теорему 2, используя понятие модуля непрерывности 

функции. ► 

 
Теорема 3. Если функция )(xf  определена на отрезке ],[ ba  и монотон-

на, то она интегрируема на этом отрезке. 

 
Теорема 4. Если функция )(xf  ограничена на отрезке ],[ ba  и непре-

рывна во всех точках этого отрезка, кроме конечного числа точек 

mkck ,....,2,1, = , то она  интегрируема на этом отрезке. 

 
Теорема 5. Если функция )(xf  ограничена на отрезке ],[ ba , ограничена, 

интегрируема на отрезке ],[ ηa  при любом ],[ ba∈η  и существует конечный 

Adxxf
b

a
b

=






∫−→

)(lim
0η

, 

то она  интегрируема на этом отрезке, причем 

Adxxf
b

a

=∫ )( . 

 

ример 3. Показать, пользуясь определением интеграла и теоремой 

2, что ∫ −=
b

a

abdx .  

Решение 

Функция ( ) 1=xf  непрерывна на отрезке и в силу теоремы 2 интегрируе-

У 
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ма. Пусть { }nixT i ,...,1,0, ==  - произвольное разбиение отрезка ],[ ba . Так как 

( ) 1=xf , то  для любого разбиения отрезка ],[ ba  все значения km  равны еди-

нице , а все значения kM  также равны единице. Тогда все нижние суммы Дарбу 

∑
−

=

∆=
1

0

n

k
kkT xms  равны 1, а все верхние суммы Дарбу ∑

−

=

∆=
1

0

n

k
kkT xMS  равны 1, по-

скольку 

abxxms
n

k
k

n

k
kkT −=∆⋅=∆= ∑∑

−

=

−

=

1

0

1

0
1 ,      abxxMS

n

k

n

k
kkkT −=∆⋅=∆=∑ ∑

−

=

−

=

1

0

1

0
1  

а ∑
−

=

∆
1

0

n

k
kx  длина отрезка ],[ ba . Итак, в рассматриваемом случае }{ ab −=M , 

}{ ab −=N . Тогда   

abSxMIxmsab T

n

k
kk

n

k
kkT −==∆≤≤∆==− ∑∑

−

=

−

=

1

0

1

0
, 

и поэтому abdxI
b

a

−== ∫ . ▲ 

пражнение 

Показать, пользуясь определением интеграла и теоремой 2, 

что ∫
−

=
b

a

abxdx
2

22

. ► 

 
3.5. Аддитивность определенного интеграла 

Теорема 6. Если функция )(xf  интегрируема на отрезках  ],[ ca  и 

],[ bc , bca << , то она интегрируема и на отрезке ],[ ba , причем выполняется 

равенство 

∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(    (аддитивное свойство интеграла).          (2) 

Доказательство. Возьмем  произвольное число 0>ε . Так как по условию 

функция интегрируема на отрезке  ],[ ca , то в силу теоремы 1 существует раз-

биение 1T  отрезка ],[ ca  такое, что 
211

ε
<− TT sS . Аналогично функция )(xf  ин-

тегрируема на отрезке ],[ bc  и, значит, существует разбиение 2T  отрезка ],[ bc  
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такое, что 
222

ε
<− TT sS . Эти разбиения 1T  и 2T  в совокупности образуют разбие-

ние T  отрезка ],[ ba , причем 

εεε
=+<−+−=−−−=−

22
)()()()(

22112121 TTTTTTTTTT sSsSssSSsS . 

Итак, для произвольного числа 0>ε нам удалось построить разбиение T  отрез-

ка ],[ ba , такое, что ε<− TT sS . Это означает, что функция )(xf  интегрируема 

на отрезке ],[ ba . 

Из неравенств 
11

)( T

c

a
T Sdxxfs ≤≤ ∫ ,   

22
)( T

b

c
T Sdxxfs ≤≤ ∫ следует, что  

 

TTT

b

c

c

a
TTT SSSdxxfdxxfsss =+≤+≤+= ∫∫ 2121

)()( . 

Таким образом, как ∫
b

a

dxxf )( , так и ∫∫ +
b

c

c

a

dxxfdxxf )()(  разделяют множества  

}{ Ts  и }{ TS  сумм Дарбу для отрезка ],[ ba . Поскольку эти множества разделя-

ются лишь одним числом, справедливость равенства (2) доказана. ■ 

Отметим, что если cb < , то  

∫∫∫∫∫ −=+=
b

c

b

a

c

b

b

a

c

a

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )()()()()( . 

Значит, и в этом случае  

∫∫∫ =+
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

Равенство (2) имеет наглядный геометрический смысл: оно выражает 

свойство аддитивности площади плоской фигуры. Так, площадь S  криволи-

нейной трапеции aABb  изображенной на рис.7, равна 21 SS + , где 1S  - площадь 

трапеции aACc , а 2S  -площадь трапеции cCBb . Но 

∫=
c

a

dxxfS )(1 ,        ∫=
b

c

dxxfS )(2 ,        ∫=
b

a

dxxfS )( , 

откуда следует равенство (2). 

 44 



С физической точки зрения равенство (2) выражает свойство аддитивно-

сти массы стержня. 

 
                           Рис. 7                                                                       Рис.8 

 

3.6. Теорема о среднем для определенного интеграла 

Теорема 7 (о среднем). Если функция )(xf  непрерывна на отрезке 

],[ ba , то существует точка ],[ bac∈ , такая, что  

))(()( abcfdxxf
b

a

−=∫ . 

Число  ∫⋅−
=

b

a

dxxf
ab

cf )(1)(  называется средним значением функции f  

на отрезке ],[ ba . 

Геометрический смысл этой теоремы состоит в том, что площадь криво-

линейной трапеции равна площади прямоугольника, имеющего то же ос-

нование, что и трапеция, причем высота прямоугольника равна ординате 

)(cf  в некоторой точке c , лежащей между a  и b  (рис. 8). 

На практике нередко исчисляются такого рода среднее значения, напри-

мер, средняя производительность труда, средняя мощность электродвигателей 

и т.д. 

ример 4. Переменные издержки производства определяются фор-

мулой xy 3= , где x - количество произведенных единиц продук-

ции. Рассчитать средние издержки производства, если объем производства со-

ставляет от 3 до 5 единиц. 
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Решение 

Среднее значение функции есть  12
2
33

35
1 5

3

5

3
∫∫ ==⋅

−
xdxxdx . Поскольку 

xy 3= , имеем: 

0312 x= , откуда 40 =x . 

Средние издержки производства составляют 12. ▲ 

 
пражнение 

Найти среднее значение издержек ( ) 143 2 ++= xxxK , если объем 

продукции x меняется от 3 до 3 единиц, и указать объем продукции, при кото-

ром издержки принимают среднее значение. ► 

 
3.7. Формула Ньютона-Лейбница 

В этом пункте мы докажем основную формулу интегрального исчисле-

ния, устанавливающую связь между понятиями определенного интеграла и 

первообразной. 

3.7.1. Существование первообразной у непрерывной функции. Если 

функция )(xf  интегрируема на отрезке ],[ ba , то она интегрируема по любой 

части этого отрезка и потому при любом ],[ bax∈  существует интеграл 

∫
x

a

dxxf )( . Чтобы не смешивать обозначения верхнего предела и переменной ин-

тегрирования, будем записывать этот интеграл в виде  ∫
x

a

dttf )( .    Рассмотрим 

функцию ∫=Φ
x

a

dttfx )()( . Докажем справедливость следующей теоремы. 

Теорема 8. Если функция )(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba , то функ-

ция 

∫=Φ
x

a

dttfx )()(  

дифференцируема в любой внутренней точке x  этого отрезка, причем  

У 
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)()( xfx =Φ′ . 

Иными словами,  

интеграл с переменным верхним пределом является одной из первообраз-

ных для непрерывной подынтегральной функции. 

Доказательство. Найдем производную функцию 

∫=Φ
x

a

dttfx )()( . 

Выберем x∆  столь малым, чтобы точка xx ∆+ лежала внутри отрезка ],[ ba ;  

тогда 

∫
∆+

=∆+Φ
xx

a

dttfxx )()( . 

Далее, 

∫∫∫∫
∆+∆+

=−+=Φ−∆+Φ=∆Φ
xx

x

x

a

xx

x

x

a

dttfdttfdttfdttfxxx )()()()()()(   

(здесь было использовано аддитивное свойство интеграла). 

Теперь к полученному интегралу применим теорему о среднем значении 

(см.  теорему  7): 

xcfdttf
xx

x

∆==∆Φ ∫
∆+

)()( , 

где ],[ xxxc ∆+∈ (или ],[ xxxc ∆+∈ , если 0<∆x ). Итак, xcf ∆=∆Φ )( , а 

)(cf
x
=

∆
∆Φ . 

Так как функция )(xf  непрерывна и xc →  при 0→∆x , то 

)()(lim xfcf
xc

=
→

. Поэтому 

)()(limlim)(
0

xfcf
x

x
xcx

==
∆
∆Φ

=Φ′
→→∆

. ■ 
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Следствие. Из доказанного утверждения вытекает, что если функция 

)(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba , то она имеет на этом отрезке первообраз-

ную, а именно функцию Φ , где ∫=Φ
x

a

dttfx )()( , и поэтому 

Cdttfdxxf
x

a

+= ∫∫ )()( ,       bxa ≤≤ , 

где C  - произвольная постоянная. 

 
Поэтому доказанная теорема называется теоремой о существовании 

первообразной для непрерывной функции. 

 
3.7.2. Основная формула интегрального исчисления (формула Ньюто-

на - Лейбница). 

Теорема 9. Если функция )(xfy =   непрерывна на отрезке ],[ ba , то 

)()()( aFbFdxxf
b

a

−=∫ ,                                             (3) 

где )(xF  - первообразная для функции )(xf . 

Доказательство. Так как функция )(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba , то 

она интегрируема на нем и, значит, существует ∫
b

a

dxxf )( . Далее, в силу непре-

рывности функции )(xf  на ],[ ba , на этом отрезке существует ее первообраз-

ная. 

Согласно теореме 8, функция ∫=Φ
x

a

dttfx )()(  является одной из первооб-

разных для функции )(xf ; следовательно, для любой   первообразной )(xF  

имеем 

CxFx +=Φ )()( .                                                     (4) 

Заметим, что 0)()( ==Φ ∫
a

a

dttfa .   Из  равенства   (4)   заключаем,   что 

 48 



CaFa +=Φ )()( , т. е. CaF += )(0 ; значит, )(aFC −= . Итак, 

)()()( aFxFx −=Φ , 

 в  частности, 

)()()( aFbFb −=Φ .  Но  ∫∫ ==Φ
b

a

b

a

dxxfdttfb )()()( . 

Итак, 

)()()( aFbFdxxf
b

a

−=∫ . ■ 

Равенство (3) называется формулой Ньютона – Лейбница. Разность 

)()( aFbF −  записывают в виде b
axF )( ; тогда  b

a

b

a

xFdxxf )()(∫ = . 

ример 5.  Функция  
3

3x  - одна из первообразных для функции 

2x . Поэтому  
3333

33333
2 ababxdxx

b

a

b

a

−
=−=







=∫ . ▲ 

3.7.3. Свойства определенного интеграла. Из формулы Ньютона - 

Лейбница легко выводятся основные свойства определенного интеграла. Во 

всех этих свойствах предполагается, что функции непрерывны на рассматри-

ваемых промежутках. 

1°. Интеграл от суммы двух функций )(1 xf  и )(2 xf  по отрезку ],[ ba  ра-

вен сумме интегралов от этих функций по тому же отрезку: 

∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf )()())()(( 2121 . 

Доказательство. Из свойств неопределенного интеграла вытекает, что 

если )(1 xF - первообразная для )(1 xf , a )(2 xF  - первообразная для )(2 xf , то пер-

вообразной для )()( 21 xfxf +  служит функция )()( 21 xFxF + . Поэтому 

=+−+=+∫ ))()(())()(())()(( 212121 aFaFbFbFdxxfxf
b

a

 

∫∫ +=−+−=
b

a

b

a

dxxfdxxfaFbFaFbF .)()())()(())()(( 212211  ■ 

П 
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Аналогично доказывается следующее свойство. 

2°. Постоянный множитель можно вынести за знак интеграла: 

∫∫ =
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( λλ . 

 

ример 6. Вычислить  ∫
−

−+
1

2

3 )432( dxxx . 

 
 

Решение 
Имеем  
 

=−+=−++=−+ ∫∫∫∫∫∫∫
−−−−−−−

1

2

1

2

1

2

3
1

2

1

2

1

2

3
1

2

3 433)4(32)432( dxxdxdxxdxdxxdxxdxxx  

=⋅−⋅+⋅=
−−−

1

2

1

2

1

2
4

2
3

4
2

24

xxx  

.24)2(1(4))2(1(
2
3))2(1(

2
1 2244 −=






 −−−−−+−−=  ▲ 

 

3°. Если 0)( ≥xf  на отрезке ],[ ba , то 

∫ ≥
b

a

dxxf 0)( .                                                       (5) 

Доказательство. В самом деле, если 0)( ≥xf , то 0≥Ts , а тогда тем бо-

лее ∫ ≥
b

a

dxxf 0)( . ■ 

Неравенство (5) допускает простое геометрическое истолкование:  

площадь криволинейной трапеции, ограниченной сверху графиком функ-

ции, принимающей только неотрицательные значения, есть неотрица-

тельное число. 

4°. Если на отрезке ],[ ba  выполняется неравенство )()( xgxf ≤ , то 

∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( .                                                  (6) 

Доказательство. В самом деле, 0)()( ≥− xfxg , а тогда согласно свойст-

П 
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ву 3° имеем ∫ ≥−
b

a

dxxfxg 0))()(( ), т.е. ∫ ∫ ≥−
b

a

b

a

dxxfdxxg 0)()( , откуда и следует 

неравенство (6). ■ 

Геометрический смысл неравенства (6) рекомендуем выяснить самостоя-

тельно. 

3.7.4.  Интегрирование по частям в определенном интеграле. Для оп-

ределенного интеграла формула интегрирования по частям принимает следую-

щий вид: 

∫∫ −=
b

a

b
a

b

a

vduuvudv .                                                   (7) 

В самом деле, если ∫ += 1)( CxFudv , ∫ +Φ= 2)( Cxvdu  то применяя фор-

мулу интегрирования по частям для неопределенного интеграла имеем 

∫ ∫−= vduuvudv , т. е. 

CxxvxuxF +Φ−= )()()()( . 

Поэтому CbbvbubF +Φ−= )()()()(  и CaavauaF +Φ−= )()()()( . Значит, 

))()(())()()()(()()( abavaubvbuaFbF Φ−Φ−−=− , 

а это и есть формула (7). 

ример 7. Вычислить  ∫
2

1

dxxex . 

 
 

Решение. Положим dxedvxu x== , . Тогда xevdxdu == , . 

Используя формулу (7), получим 

22212
2

1

2

1

)(212
2

1

2

1
eeeeeeeedxexedxxe xxxx =−−−=−⋅−⋅=−= ∫∫ . 

пражнение  

Показать, что для любых Nm∈ , Nn∈ справедливы равенства 

а) ;0cossin =⋅∫
−

π

π

nxdxmx                           б) .cossin 22 π
π

π

π

π

==∫ ∫
− −

nxdxmxdx  ► 

3.7.5.  Замена переменной в определенном интеграле. Пусть )(xF  явля-

П 

У 

 51 



ется первообразной для )(xf  на отрезке ],[ ba  и пусть )(tx ϕ=  - дифференци-

руемая функция, отображающая отрезок ],[ βα  в отрезок ],[ ba , причем 

a=)(αϕ , b=)(βϕ . Ранее  мы установили, что 

CtFdtttf +=′∫ ))(()())(( ϕϕϕ . 

Значит, 

∫∫ =−=−==′
b

a

dxxfaFbFFFtFdtttf )()()())(())(())(()())(( αϕβϕϕϕϕ β
α

β

α

. 

Итак, мы приходим к следующему утверждению. 

Теорема 10. Пусть функция )(xfy =  имеет первообразную на отрезке 

],[ ba , а функция )(tx ϕ=  определена на отрезке ],[ βα  и дифференцируема 

внутри этого отрезка, причем a=)(αϕ , b=)(βϕ  и ],[]),([ ba=βαϕ . Тогда 

∫∫ ′=
β

α

ϕϕ dtttfdxxf
b

a

)())(()( .                                            (8) 

На этом утверждении и основан метод замены переменной под знаком 

определенного интеграла. Заметим, что на практике формула (8) используется 

как «слева направо», так и «справа налево». 

Условие ],[]),([ ba=βαϕ  заведомо выполняется, если функция )(tx ϕ=  

монотонна на отрезке ],[ βα . Это имеет место, если ее производная сохраняет 

знак на ],[ βα . 

ример 8. Вычислить  ∫ −
a

dxxa
0

22 . 

 
Решение 
Воспользуемся тригонометрической подстановкой 

tatx sin)( ==ϕ , 
2

0 π
≤≤ t . Найдем пределы интегрирования α  и β  для новой 

переменной t . 

Функция tat sin)( =ϕ  на отрезке 



 π

2
,0 определена и дифференцируема 

внутри него, причем 0)0( =ϕ , a=







2
πϕ  и ],0[

2
,0 a=












 πϕ . Значит, можно 

П 
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применить формулу (8). Имеем 

∫∫∫∫ ==⋅=⋅=−
2

0

2
2

0

2
2

0

22

0

22 coscoscoscoscos

πππ

tdtatdtatatdtatadxxa
a

 

=+===
+

=== ∫∫∫∫ 2
2

2
22

0

22

0

22

0

2
2

0

22

00 2
2sin

22
2cos

222
2cos1cos

ππ
ππππ

tatatdtadtadttatdta  

4
)0sin(sin

4
0

22

222 aaa πππ
=−+






 −= . ▲ 

пражнение 

Пусть функция f  непрерывна на отрезке ],[ aa − . Показать, что: 

а) если f  - нечетная функция, то ( ) ;0=∫
−

a

a

dxxf  

б) если f  -  четная функция, то ( ) ( ) .2
0
∫∫ =

−

aa

a

dxxfdxxf  ► 

ример 9. Вычислить  ∫ +−

5,1

5,0
2 544 xx

dx . 

 
Решение 
Так  как 4)12(544 22 +−=+− xxx . Положим 12 −= xu ; тогда 

dxdu 2= . Если 5,0=x , то 015,0212 =−⋅=−= xu ; если 5,1=x , то 
215,1212 =−⋅=−= xu . Таким образом, 0 и 2 - новые пределы интегрирования. 

Функция 12 −= xu  на отрезке ]5,1,5,0[  определена, дифференцируема и моно-
тонно возрастает; значит, можно воспользоваться формулой (8) (но если в пре-
дыдущем примере мы использовали эту формулу «слева направо», то теперь 
будем идти «справа налево»). Получаем 

=
+

=
+−

=
+− ∫∫∫

2

0
2

5,1

5,0
2

5,1

5,0
2 42

1
4)12(

2
544 u

du
x

dx
xx

dx  

16
0

44
1)01(

4
1

22
1

2
1 2

0

ππ
=






 −=−=






⋅= arctgarctguarctg . ▲ 

пражнение 

Показать, что если f  - непрерывна на отрезке 1R   периодическая с 

периодом T  функция, то для любого 1R∈α  справедливо равенство 

У 

П 

У 
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( ) ( ) .∫∫ =
+ T

a

Ta

a

dxxfdxxf  ► 

 

Вопросы для самопроверки 

1. Дайте определение первообразной для функции на интервале.  

2. Дайте определение первообразной на отрезке. Можно ли ввести поня-

тие первообразной и для других промежутков (полуинтервала - конечного или 

бесконечного)? 

3. Приведите примеры функций, имеющих первообразные. 

4. Приведите примеры двух различных первообразных для одной и той 

же функции.  

5. Если )(xF - первообразная для функции )(xf  на интервале ),( ba , то 

что можно сказать о функции CxF +)( ? 

6. Если )(1 xF  и )(2 xF  - две первообразные для функции )(xf  на интерва-

ле ),( ba , то как они связаны между собой?    

7. Разъясните тот факт, что, для данной функции )(xf  ее первообразная 

)(xF  определяется неоднозначно, с точностью до постоянной. Что нужно сде-

лать, для того чтобы из совокупности первообразных выделить какую-либо 

первообразную? 

8. Всякая ли функция имеет первообразную?  

9. Вопрос о существовании первообразной для функции существенно свя-

зан с тем промежутком, на котором эта функция рассматривается. Разъясните 

это с помощью примера. 

10. Для каких функций существует первообразная? 

11. Что называют неопределенным интегралом от функции f  на этом 

промежутке?  Каким  символом обозначают неопределенный интеграл и что 

пишут в этом случае?   

12. Что называют подынтегральной функцией? А - подынтегральным вы-

ражением? Приведите возможные виды записей подынтегрального выражения. 
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13. Какую операцию называют операцией интегрированием? Какой опе-

рации это операция является обратной?  

14. На основе какого факта по таблице производных можно найти инте-

гралы от некоторых элементарных функций, т.е. составить таблицу основных 

интегралов? 

15. Приведите свойства неопределенного интеграла. 

16. На каком правиле дифференцирования  основан метод замены пере-

менной, который является одним из мощных методов интегрирования? Поясни-

те суть этого метода. 

17. Какую формулу называют формулой интегрирования заменой пере-

менного? Приведите некоторые важные частные случаи этой формулы. 

18. Какую формулу называют формулой интегрирования подстановкой? 

Разъясните условия применения этой формулы для вычисления интегралов. 

19. Какое правило дифференцирование используется при выводе форму-

лы интегрирования по частям? Приведите формулу интегрирования по частям. 

20. Что дает методы замены переменного и интегрирования по частям в 

плане расширения таблицы основных интегралов, т.е. в плане дальнейшего 

расширения множества функций, интегралы от которых выражаются через эле-

ментарные функции? 

21. В чем заключается сущность метода неопределенных коэффициентов? 

Для вычисления каких интегралов целесообразно применять этот метод?  

22. Напишите линейную комбинацию xβsin  и xβcos  с неопределенными 

коэффициентами. 

23. Напишите общий вид многочлена пятой степени с неопределенными 

коэффициентами. 

24. Приведите примеры простейших рациональных функций вида 1) – 4) 

25. Какая рациональная функция называется правильной дробью? Какая 

рациональная функция называется неправильной дробью? 

26. В каком случае разложение правильной дроби на простейшие будет 

содержать лишь дроби 1-го рода? 
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27. В каком случае разложение правильной дроби на простейшие будет 

содержать и дроби 2-го рода? 

28. В каком случае приходится применять конкретную формулу при ин-

тегрировании рациональных функций? Какой вид имеет эта формула. 

29. К какой задаче сводится отыскание коэффициентов при разложении 

правильной дроби на простейшие? 

30. Сформулируйте алгоритм интегрирования рациональных функций. 

31. Почему подстановку zxtg =
2

 называют универсальной? 

32. Какими свойствами должна обладать подынтегральная функция, что-

бы целесообразно было пользоваться другими тригонометрическими подста-

новками? 

33. Какую фигуру на плоскости называют криволинейной трапецией? Как 

найти площадь такой фигуры?  Что означает   разбиение T отрезка ],[ ba ? Оче-

видно, что для любого разбиения T  выполняется неравенство TT SSs ≤≤ , где S  

- искомая площадь криволинейной трапеции. Как можно определить эту пло-

щадь? 

34. Как на практике делят отрезок ],[ ba ? При этом какую запись исполь-

зуют вместо Ts  и TS  соответственно? Как можно определить искомую площадь 

в этом случае?  Найти  площадь  криволинейной  трапеции,  ограниченной     

параболой 2xy =  и прямыми 0=x , 1=x , 0=y .  

35. Найти массу материальной плоской пластины - стержня как число, 

разделяющее множества }{ Ts  и }{ TS  для всевозможных разбиений T  отрезка 

],[ ba . 

36. Что  называется нижней суммой Дарбу? Что  называется верхней 

суммой Дарбу?  Какими свойствами обладают эти суммы? 

  

37. Когда функция, ограниченная на отрезке ],[ ba , называется интегри-

руемой на этом отрезке? Что называется определенным интегралом заданной  
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функции по отрезку   ],[ ba  и как его обозначают? 

38. Обычно интеграл ∫
b

a

dxxf )(  определяют для случая, когда ba < . Как  

определяют интеграл ∫
b

a

dxxf )(  когда ba > ? 

39. Интегрируемые ли любые функции? Если «нет», то приведите при-

мер, неинтегрируемой функции.  

40. Что является необходимым и  достаточным условием интегрируемо-

сти  функции? Сформулируйте теорему. 

41. Приведите теоремы, которые выделяют некоторые классы интегри-

руемых функций. 

42. Что означает аддитивное свойство определенного интеграла? Сфор-

мулируйте теорему.  

43. Что означает свойство аддитивности площади плоской фигуры, свой-

ство аддитивности массы стержня. 

44. Сформулируйте теорему о среднем для определенного интеграла. Что 

называется средним значением функции на отрезке ],[ ba ? В чем заключается 

геометрический смысл этой теоремы?  

45. Сформулируйте теорему о существования первообразной для непре-

рывной функции. 

46. Показать, что интеграл с переменным верхним пределом является од-

ной из первообразных для непрерывной подынтегральной функции. 

47. Выведите основную формулу интегрального исчисления - формулу 

Ньютона – Лейбница. 

48.Приведите свойства определенного интеграла. 

49. Какой вид принимает формула интегрирования по частям для опреде-

ленного интеграла? 

50. Приведите утверждения, на котором основан метод замены перемен-

ной под знаком определенного интеграла. 
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